riodieke functies

10.1  Sinus, cosinus en tangens

bladzijde 42

o - H=ZeZ5in0 B

n=1.570786% Y=£

J

b De amplitude is 3 bij beide grafieken.

bladzijde 43

H 2 /o)=1-2sin@x—1n) =1 -2sin2(x - 7))
evenwichtsstand 1
amplitude 2

periode 2% =T

—2 < 0 dus grafiek dalend door beginpunt (% w, 1)

Periodiek functies 31



32 Hoofdstuk 10

b g(x)=-2-cos(x—5m)
evenwichtsstand —2

amplitude 1
periode 2w
—1 < 0 dus beginpunt (% w, —3) is laagste punt
y
o T 2n 37|:X
. | S N —— _—— RS S 1 . R _—

@, -3)

¢ f(x)=5-3sin(;mr)
evenwichtsstand 5
amplitude 3
periode 12_1'5 =38
7

—3 < 0 dus grafiek dalend door beginpunt (0, 5)

d g(x)=3—4 cos(mx)
evenwichtsstand 3
amplitude 4

L2
periode L)
n

—4 < 0 dus beginpunt (0, —1) is laagste punt

o /N /

[

ik
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H -

f(x)=3-2sin(x—37)

evenwichtsstand 3

amplitude 2
periode 2n
—2 < 0 dus dalend door beginpunt (% T, 3).

5

N R\
/1 N\ /
f
3
/ TN/

1 N

- (0] b 21tX

De grafiek gaat dalend door (% T, 3).

De periode is 2.

Dus de grafiek gaat stijgend door (lin, 3) omdat (1%15, 3) een halve periode rechts
van (% w, 3) ligt.

De x-coordinaat —%n is %periode = % 2n= %n kleiner dan én.

De evenwichtsstand is 3 en de amplitude is 2, dus is het maxium 5.

Dus is y=3+2 cos(x + %n) een sinusoide met evenwichtsstand 3, amplitude 2,
periode 27 en hoogste punt (—%n, 5) en dus hoort ook de formule y =3+ 2 cos(x + %n)
bij de grafiek van f.

y=3-2cos(x— %n) omdat f'een minimum heeft voor x = %n.

y=a+ bsin(c(x — d))
a=50+—10:20

2
b=50-20=30

periode is 50, dus ¢ =§—g = %n
beginpunt (0, 20), dus d=0

Dus y = 20 +30 sin(5; 7).

y=a+ bsin(c(x — d))

beginpunt (25, 20), dus d =25

Dus y = 20 — 30 sin(5; n(x — 25)).
y=a+ b cos(c(x —d))
beginpunt(12,5; 50), dus d= 12,5
Dus y =20 +30 cos(5; m(x — 12,5)).
y=a+ b cos(c(x — d))

beginpunt (37,5; —10), dus d = 37,5
Dus y = 20 — 30 cos(5; n(x — 37,5)).
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B fx)=20-15 sin(4x—%1t)=20—15 sin(4(x—%n))

evenwichtsstand 20
amplitude 15
periode %Tn = %n

a Stijgend door de evenwichtsstand in (%n + % . %n, 20) = (% 7, 20).
Dus y =20+ 15 sin(4(x — 3 7).

b Een hoogste punt is (%n + % . %n, 35)= (%n, 35).
Dus y =20+ 15 cos(4(x — 3; ).

¢ Een laagste punt is (%n + % . %n, 5)= (% T, 5).
Dus y =20—-15cos(4(x — %n)).

narf )

. J
b De lijnenx=%n enx=1%n

bladzijde 46

a FEr staat niet met domein [0, 21t] omdat x = %ﬂ: enx = 1%71: niet tot het domein behoren.

b De periode is 7.
¢ Nee, de tangens heeft geen maximum en geen minimum.
d Het beginpunt is (0, 3).

n a Beginpunt (0, 2) en periode 2.

N

e

_________ B Pt B
o :
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C

Voeriny =2+ tan(%x).

De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 4,07.

d f(x)=3 geeft 2+ tan(%x) =3

1
tan(;x) =1
Leolo 1oL
2)6—47'EV ZX— 47'5
1 1
)C—ETC vx—25n

Dus (37, 3)en (25T, 3).

n a fix)=1- tan(%x) met domein [0, 4x]. (fout in de 1° oplage van het leerboek)

iod 75_3
perio ez—zn
3

—1 < 0 dus dalend door beginpunt (0, 1).
y

i
|
|
I
|
! f
l
|
|
|

1? _____ T :\i'“dg_ _________ i _____ i

/

o \ N =N
\

De grafiek heeft de verticale asymptoten: x = %n, x= 2%71: enx= 3%1:.

fGm)=1-tan(z-in)=1-tan(3m)=1-1=0

3
X=%T X=

Het tweede nulpunt is %n + %n = l%n en het derde nulpunt is %TC +2- %n = 3%1‘(.

g 3 3 7 1 3 3
e flx)<Ogeeftzn<x<im v Ign<x<2;m v 33 <x<34m

i -

4
beginpunt (0, 3)

. T
periode =
4

1 1
7 Tx = o geeft asymptoot x = 2

%nx = l%n geeft asymptoot x = 6
1

JTX = 2%1t geeft asymptoot x = 10
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(0]

F——N e ——— ===

]
w
N
o

-1

x=2 X
d f(x)=4 geeft 3 + tan(%n:x) =4
tan(%nx)= 1

T=in+kon
x=1+k-4
xop[0,12] geeftx=1 v x=5 v x=9
fx)>4geeft l<x<2 v 5<x<6 v 9<x<10
e Voer iny1=3+tan(%rcx)eny2=x.
De optie intersect geeft x = 5,52 en x = 9,81.
fx)>xgeeft0<x<2 v 552<x<6 v 98l <x< 10

10.2 Samengestelde trillingen

bladzijde 48

m a De optie maximum geeft de top (0,785; 1,414).

Omdat de x-as de evenwichtsstand is, geldt b = 1,414.

b De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x, = 5,498.
De grafiek van y, gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt (5,498; 0),
dusis y, = 1,414 sin(x — 5,498).

¢ Ook de grafiek van y, =y, — y, is een sinusoide met evenwichtsstand 0.
De optie maximum geeft de top (2,356; 1,414), dus b = 1,414.
De grafiek van y, gaat stijgend door de evenwichtsstand in het punt C.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x. = 0,785.
Dus is y, = 1,414 sin(x - 0,785).
Dus b= 1,414 end=0,785.

==\
J

4=i-v2

\_

c.2EEl8z Y=1hi4zizE D,

—T

(==
]
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m Zie het voorbeeld. Zet y, uit en voeriny, =y, — y,.
De opties maximum en minimum bij y, geven de toppen (4,318; 4,606) en (10,601; —2,600).

Dus azw= 1en b= 4,606 — 1 =3,606.

Voeriny, =1. e
Intersect met y, en y, geeft het snijpunt (1,176; 1).

Dus d=1,176.

Bij y, eny, is c =3, dus ook bij y,is c =7.

Je krijgt y, = 1 +3,606 sin(5 (x — 1,176)).

m a De som van de evenwichtsstanden van y, eny,is 2 +1=3.

Dat is precies de evenwichtsstand van y, =y, +y,.
Het verschil van de evenwichtsstand van y, eny,is2-1=1.
Dat is precies de evenwichtsstand van y, =y, — y,.

b In het linkersnijpunt met de evenwichtsstand is de grafiek van y, dalend. In het
beginpunt (d, a) moet de grafiek stijgend zijn.

¢ De waarden van a, b en ¢ zijn hetzelfde.
Schrijf je de formule met een cosinus dan is het beginpunt (d, a + b).
Het beginpunt is dus een hoogste punt.
Met de optie maximum is de top (1,966; 6,606) gevonden, dus d = 1,966.
Dus y, =3 +3,605 cos(5 (x — 1,966)).
Ook bij y, geldt dat de waarden van a, b en ¢ ongewijzigd blijven.
De optie maximum geeft de top (4,318; 4,606), dus d = 4,318.
Dus y, = 1 +3,606 cos(3(x —4,318)).

bladzijde 50

m Voer in y, = 3 + sin(x), y, =sin(x — %n) eny,=y, +y,
Bijy, eny,is c=1, dus ook bij y,isc=1.
Neem bijvoorbeeld Xmin =0, Xmax = 21, Ymin = 0 en Ymax = 6.
De opties maximum en minimum bij y, geven de toppen (1,833; 4,932) en (4,974; 1,068).

Dus azw= 3enb=4,932-3=1,932.

Voeriny, =3. Ve ~N
Intersect met y, en y, geeft het snijpunt (0,262; 3).

Dus d = 0,262.

Je krijgt y, =3 + 1,932 sin(x — 0,262).

EttFE ckion

&
26179828 L=

:
\

m Voeriny, =4 —2sin(x), y,=—1+2 cos(x) eny, =y, +y,.
Bijy, eny,is ¢ =1, dus ook bij y,isc=1.
Neem bijvoorbeeld Xmin =0, Xmax = 21, Ymin =—1 en Ymax = 7.
De opties minimum en maximum bij y, geven de toppen (2,356; 0,172)

7—'—?\

en (5,450; 5,828). t \\ /‘
Dusa=w=3 enb:5,828—3=2,828. Inkerseckion

. w=:.9269008 Y==
Voer iny, = 3. - /
Intersect met y, en y, geeft het snijpunt (3,927; 3).
Dus d = 3,927.

Je krijgt y, =3 + 2,828 sin(x — 3,927).
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k=0 geeft y, = sin(x) +sin(x — O%n)
¥, = sin(x) + sin(x)
¥, = 2 sin(x)
Dusb=2end=0.
k=3 geeft y, =sin(x) +sin(x -3+ 1)

¥, = sin(x) + sin(x — %n)

Voer y, in. Kies bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax = 2r, Ymin = -2 en Ymax = 2.
De optie maximum geeft de top (2,356; 1,414), dus b = 1,414.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft het punt (0,785; 0), dus d = 0,785.
k=6 geeft y, = sin(x) +sin(x—6- %n)

y, = sin(x) + sin(x — 1)

Merk op: de grafieken van y = sin(x) en y = sin(x — 1) zijn elkaar gespiegelde in de x-as.

Daarom is y = sin(x) + sin(n — x) = 0.
Dus b =0 en d mag elk getal zijn.

q= %11: geeft y = sin(2x) +sin(2(x — %n))

Voer de formule in bij y,.

Kies bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax =, Ymin = -2 en Ymax = 2.

De optie maximum geeft de top (1,047; 1,732).

De optie minimum geeft de top (2,618; —1,732).

Dusa=0enb=1,732.

De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft het punt (0,262; 0), dus d = 0,262.
Dus y = 1,732 sin(2(x — 0,262)).

Om amplitude 2 te krijgen moeten de grafieken van y = sin(2x) en y = sin(2(x — ¢))

samenvallen. Dat is onder andere het geval voor ¢ =0 en voor g = T.

Om een horizontale lijn te krijgen moeten de grafieken van y = sin(2x) en
y =sin(2(x — q)) elkaars gespiegelde in de x-as zijn.

Dat is onder andere het geval als ¢ = %n enalsg= lén.

Voeriny =u,y,=u,y,=u,y,=u,eny,=u,.

Kies bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax = Tio’ Ymin=-1,5en Ymax = 1,5.
Bij y, eny, is ¢ = 600m, dus ook bij y, is ¢ = 600m.

Plot y, en zet de andere vier formules uit.

De opties maximum en minimum geven de toppen (0,0013; 1,1756) en
(0,0030; —1,1756).

Dus a =—1’1756+2_1’1756 =0enb=1,1756.

De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft het punt (0,0005; 0).

Je krijgt u, = 1,756 sin(600mn(x — 0,0005)).

Kies bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax = Tiw Ymin =0 en Ymax = 4.

Plot y, en zet de andere vier formules uit.

De opties minimum en maximum geven de toppen (0,0008; 0,4759) en
(0,0025; 3,541).
_0,4759+3,5241

Dus a 2 =2enb=3541-2=1,5241.
Voeriny, =2.

Intersect met y, en y, geeft het snijpunt (0,0016; 2).
Dus d = 0,0016

Je krijgt u, =2 + 1,524 sin(600m(x — 0,0016)).

. . .2
De periode van y, = sin(2x) is TR =T.

. . .2
De periode van y, = sin(3x) is ?n = %n.

b y isnam,2m, 3x, 4w, ... telkens weer hetzelfde.
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y,is na %n, 1§1t, 27, 2%1@ 3§1t, 4, ... telkens weer hetzelfde.

Dus is y, na 2x, 47, ... telkens weer hetzelfde.
Dus de periode van y, is 2.

Ve ~\
2%k \‘—'/
W=.FEEZ0E1iE Y¥=0

\ J

L ~\
2Fn
H=.26179920 Y¥=0

\ J
Ve ~\

Interseckion

k}l:.l'.'lllliﬁ"lESi L=




- J

d De grafiek van een formule van de vorm y = a + b sin(c(x — d)) heeft telkens even
hoge toppen.
Dat is hier niet het geval, dus is y, niet te schrijven in de vorm y = a + b sin(c(x — d)).

. . .2
m a De periode van y, = sin(2x) is 7“ =T.

. . .2
De periode van y, = sin(4x) is Tn = %n.

b y, is hetzelfde na &, 2x, 3, ... .
, is hetzelfde na%n, T, l%n, 2m, 2%7:, 3m,....

Dus zal y, = y, + y, periode m hebben.

~

N J
m a y = sin(x) heeft periode 2, dus na 2m, 4, ... hetzelfde.

. . 2 2 1
v, = sin(3x) heeft periode S, dus na 3w, 15, 27, ... hetzelfde.
Y, =y, ty,isna2m, 4n, ... hetzelfde dus periode zal 2 zijn.

. . 2
b y, = sin(3x) heeft periode i %n, dus hetzelfde na %n, l%n, 27, ...

1

. . 2
y, = sin (6x) heeft periode ?n = %n, dus hetzelfde na 5, %n, e
Y, =y, +, is hetzelfde na%n, 1§1t, ... dus periode zal %n zijn.
. ., 2
¢ y, = 1,2 sin(4x) heeft periode Tn = %n, dus hetzelfde na%n, T, 1%75, 2m, ...
. . 2n 2 4 1 3
¥, = 0,8 sin(5x) heeft periode 5 =, dus hetzelfde na s, s 7, 157, 157, 27, ...
¥, =y, 1, is hetzelfde na 2m, dus periode zal 27 zijn.
d y, =3 sin(2x) heeft periode =, dus hetzelfde na w, 2m, ... .

. . 2 2 4 1 3
¥, = 4 sin(5x) heeft periode , dus hetzelfde na Sn, Sn, 1<m, 1w, 27, ... .

¥, =y, t,is hetzelfde na 2m, ..., dus periode zal 2x zijn.

bladzijde 52

22 I u, = sin(100m7) u, = sin(10177)
in [0, 27] 100m periodes 1017 periodes
in [0, 2] 100 periodes 101 periodes > deel door 7
Dus de periode van u = sin(100nf) + sin(101x/) is 2 seconden.
b u, = sin(1007) u, = sin(1017)
in [0, 2m] 100 periodes 101 periodes

Dus de periode van « = sin(1007) + sin(101¢) is 2x seconden.
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c u, = sin(100mz) u, = sin(105nz)

in [0, 27] 100m periodes 1057 periodes
in [0, %] 20 periodes 21 periodes ) deel door 5m
Dus de periode van u = sin(100n7) + sin(10577) is % seconde.
d u, =2 sin(100mz) u, = 1,5 sin(20077)
in [0, 2m] 1007 periodes 2007 periodes
in [0; 0,02] 1 periode 2 periodes > deel door 100m
Dus de periode van « = 2 sin(1007x¢) + 1,5 sin(20077) is 0,02 seconde.
e u, = sin(1007) u, = sin(257)
in [0, 27] 100 periodes 25 periodes
in [0, %n] 4 periodes 1 periode > deel door 25
Dus de periode van « = sin(1007) + sin(257) is 2—2575 seconde.
f u, =3sin(;nt) u, =6 sin(; )
in [0, 27] %n periode %n periode

D deel door

in [0, 2] % periode % periode
in [0, 24] 3 periodes 4 periodes ) vermenigvuldig met 12
Dus de periode van =3 sin(% mt)+6 sin(% mit) is 24 seconden.
23] u, = sin(660m) u, = sin(6617s)
in [0, 2m] 660m periodes 6617 periodes
in [0, 2] 660 periodes 661 periodes ) deel door 7

Dus de periode van de zweving u = sin(6007t¢) + sin(6617¢) is 2 seconden.

bladzijde 53

m a u is een samenstelling van vier trillingen, namelijk

trilling frequentie in Hz periode in seconde
u, = 1,5 sin(700mr) 350 e
u, = 0,2 sin(1400m7) 700 0
u, = 0,3 sin(2100m7) 1050 T
u, = 0,1 sin(2800m7) 1400 T

De frequenties van de boventonen zijn 700, 1050 en 1400 Hz.
b In één periode van u, passen precies twee perioden van u,, drie perioden van u, en vier perioden van u,.

De periode van de samengestelde trilling is dus dezelfde als die van |, namelijk 313 seconde.
E a u, = 0,6 sin(500n7)  u,= 0,6 sin(550m)

in [0, 27] 500 periodes 550m periodes >
in[0, =] 10 periodes 11 periodes deel door 30m

’ 50

. .2
Dus de periode van u, = u, +u, is m = 0,04 seconde.

b Voeriny =u,y,=u,eny =y +y.
Bij y, en y, is ¢ = 500m, dus ook bij y, is ¢ = 5007.
Plot y, en zet alle andere functies uit.

L Xmin=-1en Ymax = 1.

Neem bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax =,

De optie maximum geeft de top (0,0015; 0,8485).
De optie minimum geeft de top (0,0035; —0,8485).
Dus b =0,8485.
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De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft het punt (0,0005; 0), dus d = 0,0005.

p
Je krijgt u = 0,8485 sin(500m(x — 0,0005). [ /—\

¢ Neem bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax = 0,04, Ymin =—1,5 en Ymax = 1,5.
4 ™

10.3 Werken met Goniometrische formules

m a y=sin(x)
\L translatie (—%n, 0)
y=sin(x+ %n)

Dus sin(x + %n) = cos(x).
b y=-cos(x)

i translatie (% 7w, 0)
y=cos(x— %n)

Dus cos(x — %TC) = sin(x).

a,b y

fx) = sinx)

beeld

De beeldgrafiek is ook het beeld van de grafiek van f'bij de vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met —1.

¢ y=sin(x) y = sin(x)
\L verm. x-as, —1 \L verm. y-as, —1
y =—sin(x) y = sin(—x)

Dus sin(—x) = —sin(x).

d

-2n \\ - ///o \<C\OS(X) T // 2n
| i

Na vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met —1 verandert de grafiek van y = cos(x) niet.

Dus cos(—x) = cos(x). Periodieke functies 41
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m a tan(-4)= sin(=4) _ —sin(4) _ _sin(4) _
b

—tan(4)
cos(—A4)  cos(A) cos(A)

IS
U

\y = tan(-x)

|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
T
|
|
|
|
|
| T
|
|
|
|
|
|
|
t
|
|
|
|
I
|
|
|
|

M
L]

Vermenigvuldig de grafiek van y = tan(x) ten opzichte van de x-as met —1.
Het beeld is ook de gespiegelde grafiek van y = tan(x) in de y-as.
Dus —tan(x) = tan(—x) ofwel tan(—x) = —tan(x).

B a «=3+Llcos2mt)=3+Lsin(2nt+1m) = 3+ Lsin(2n(t + 1)) = 3+ Lsin2n(t — (-1))
b u=>5+2sin(50m) =5 +2 cos(50nt — 1) = 5+ 2 cos(50n(t — 7))
E 2 sin(—2x) + 3 sin(2x) = —sin(2x) + 3 sin(2x) = 2 sin(2x)

1
X=—3T =3

b cos(x —3m)+4 sin(x) = sin(x) + 4 sin(x) = 5 sin(x)
¢ 3sin(x+ %n) — 2 cos(x) = 3 cos(x) — 2 cos(x) = cos(x)
d cos(2x —3m) + 3 sin(—2x) = sin(2x) — 3 sin(2x) = -2 sin(2x)
m a cos(%n —-x)= cos(—(—%n +x)) =cos(—(x— %n)) =cos(x — %n) = sin(x)

b sin(—x - %n) = sin(—(x + %n)) = —sin(x + %n) =—cos(x)

m a sin(3x) _ sin(3x) _

- — = tan(3x)
sin(3x+,m)  cos(3x)

cos(% (x—m)) _ cos(%x - %n) _ sin(% X)

b = tan(2 x)
cos(—%x) cos(%x) cos(% X) :
m a y=sin(x)
\L translatie (-m, 0)
y=sin(x + )
y
y = sin()
1 Y = N
o T %
-1 ] NN
y =sin(x + )

Dus sin(x + 1) = —sin(x).
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b y=cos(x)
\L translatie (-, 0)

y=cos(x + m)
y

1 TN

y = cos(x)

i

N/
/N

X
T

N/
/N

\/ y = cos(x + )

Dus cos(x + ) = —cos(x).

¢ y=sin(x)
translatie (—lén, 0)

y=sin(x+15m)
y

y = sin(x + 1%15)

1 <

/|

\
N

d y=cos(x)

y

o / m N i
N ———
y =sin(x)
Dus sin(x + lén) = —cos(x).
\L translatie (—I%TC, 0)
y=cos(x+ lén)
= 1
y =cos(x + 13m) y = costy)

AN

° N
N

T

B\
AN

Dus cos(x + l%n) = sin(x).

bladzijde 57

3418

P1=5inlRlz+Cos (=

~

e

n=8.cAZ1B%= Y=1
&

vy

Vermoeden: (sin(x)) + (cos(x))* = 1.

EB 2 /v = (sin) - cosx))

? = (sin(x) — cos(x)) - (sin(x) — cos(x))

= sin®(x) — sin(x) cos(x) — cos(x) sin(x) + cos(x)
=1 -2 sin(x) cos(x)

b &) = cos’(x)

cos(x)

2 sin®(x) + cos*(x) _2 sin®(x) . cos?(x) _ 2( sin(x) JZ F1=2 ) + 1

cos’(x)  cos’(x)
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m a sin(x) cos(x —3) — cos(x) sin(—x — 5 1) = sin(x) sin(x) — cos(x) sin(—(x +3 7))

=sin’(x) — cos(x) - —sin(x + 3 1) = sin’(x) + cos(x) - cos(x) = sin’ (x) + cos’(x) = 1
sin®(x)

sin(x)
cos’(x)

) =2 cos’*(x) + 2 cos’(x) -
cos(x)

b 2 cos’(x) - (1 + tan’(x)) = 2 cos’(x) + 2 cos’(x) - (

=2 cos’(x) + 2 sin*(x) = 2(sin’(x) + cos’(x)) =2 - 1 =2
a sin’(4) + cos’(4) = 1
sin®(4) = 1 — cos’(4)
sin*(4) + cos*(4) = 1
cos’(4) = 1 —sin*(4)

—cos’(4)

—sin’(4)

b sin’(x) +2 cos(x) — 1 = I — cos’(x) + 2 cos(x) — I = —cos’(x) + 2 cos(x) = cos(x) - (—cos(x) + 2)
=cos(x) - (2 — cos(x))
Dus a=2.
¢ f(x)=0 geeft cos(x) (2 — cos(x)) =0
cos(x)=0 v 2—cos(x)=0
x=im+k-m v cos(x)=2
geen opl.
x op [0, 2x] geeft x =%n vV X =1%n

m a y=sin’(x) + cos(x) = I — cos’(x) + cos(x) = —cos’(x) + cos(x) + 1
b y =2 cos’(x) + sin(x) — 2 = 2(1 — sin’(x)) + sin(x) — 2 = 2 — 2 sin’(x) + sin(x) — 2 = =2 sin’*(x) + sin(x)
¢ y=2sin’(x) + cos’(x) + cos(x) = 2(1 — cos’(x)) + cos’(x) + cos(x)
=2 — 2 cos’(x) + cos’(x) + cos(x) = —cos’(x) + cos(x) + 2

10.4 Afgeleiden van goniometrische functies
39 I

hellinggrafiek van f

AN /

o \ T / T
_.1 \ N ——
. . dy dy du
B a /() = sin(2x) = sin(u) met u = 2x geeft £/(x) = D= =cos(u) -2=2 cos(2v)
u
b f(x) =x- cos(x) geeft /"(x) = 1 - cos(x) + x - —sin(x) = cos(x) — x sin(x)
¢ y=2sin(4x) =2 sin(u) met u = 4x geeft & = d_yd_u: 2 cos(u) - 4 = 8 cos(4x)
dx du dx

f(x) =3x + 2 sin(4x) geeft /'(x) = 3 + 8 cos(4x)
d f(x) = sin(x) - cos(x) geeft /(x) = cos(x) - cos(x) + sin(x) - —sin(x) = cos*(x) — sin’(x)
m a y=—cos(4x) =—cos(u) met u = 4x geeft % = j_y . jx—u =——sin(u) - 4 =4 sin(4x)
u

fix) = x" — cos(4x) geeft f/(x) = 2x + 4 sin(4x)
b f(x) =4x" - cos(x) geeft f/(x) = 8x cos(x) + 4x” - —sin(x) = 8x cos(x) — 4x sin(x)
¢ f(x)=sin’(x) = sin(x) - sin(x) geeft /(x) = cos(x) - sin(x) + sin(x) - cos(x) = 2 sin(x) cos(x)

d y=sin(x) = \/; met u = sin(x)

_d_yzd_y.ﬂz 1 _ cos(x)
0w & O

B 2y, =/¢m=2sinim=2-2/3=13
b f'(x) =2 cos(x)
f’(%n)chos(%n)zZ-%zl
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¢ Stelky= ax+bmeta=f’(%n)=l.

ky= x+b 1
door( T, \/5) }\/\/g_ 3n+l[))
3-1im

Dus k:y=x—§n+\/_.
I ro0=4 cos(2x) 4 cos(u) met u = 2x geeft

f)= _ b du — =—4sin(u) - 2 = -8 sin(u) = —8 sin(2x)

dx Tdu dv
Stel k:y=ax+bmeta=f"’ (;n)=—8 sm(;n)=—8-3 3 =—4\/§.
y:1_4\/§x+b 2 1 1 } -2=—4 3lTC+b
f(5m)=4cos(;m)=4-—-=-2 dus door (5, —2) 3

2= —%n 3+b
inf3-2=b
Dus k: y =—44/3 x+§n\/§—2.
m u =2 sin(30mr) geeft% =2 - cos(30m¢) - 30 = 607 cos(30mr).
[i—ﬂ . =607 - cos(30m - 0) = 607 cos(0) = 60m.
De snglheld op t=0is 60m cm/s.

m g(x) = 1(x)

n(x)
4) _ 1)
1 n(x)

4@ ) =1 1)
q(x) - n(x) = 1(x).
b De productregel geeft ¢'(x) - n(x) + g(x) - n'(x) = ' (x)
Herleiden geeft ¢’(x) - n(x) =7 (x) — g(x) - n’(x)
1'(x) —q(x)-n’(x)
n(x)
1)
e TS W
n(x) n(x)
n(x)-t'(x)—t(x)-n’(x)
(n(x))*

q'(x)=

q'(x)=

bladzijde 63

cos(x)-cos(x) —sin(x) - —sin(x) _ cos’(x) +sin*(x)

_ ( )
A a /() =tan() = o) eeft /(x) = o) )

cos’(x)+sin’(x) _ sin®(x) + cos®(x) 1

cos’(x) cos’(x)  cos’(x)

cos’(x)+sin’(x) _ cos’(x) N sin’(x) _ +( sin(x) ’

2 =— B ] =1+tan*(x)
cos”(x) cos”(x) cos”(x) cos(x)

a f(x) = tan(2x) = tan(u) met u = 2x geeft £’(x) = (1 + tan’(x)) - 2 = 2(1 + tan’*(2x))
b f(x) =x +tan(x) geeft f’(x) = 1 + 1 + tan’(x) = 2 + tan’(x)
¢ f(x)=x-tan(x) geeft f/(x) = 1 - tan(x) + x - (1 + tan’(x)) = tan(x) + x + x tan2(x)
d f(x) = sin(x) - tan(x) geeft
f(x) = cos(x) - tan(x) + sin(x) - (1 + tan’(x))
sin(x)

= cos(x) - cos(x)

= sin(x) + sin(x) + sin(x) - tan’(x)

+ sin(x) + sin(x) - tan’(x)

=2 sin(x) + sin(x) - tan*(x)
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(1+sin(x))-0—2-cos(x)  —2cos(x)

4 EICR ) &% ceftf () = (1+sin(x))’  (I+sin(x))
b f(x)= 1 * Sm(x) geeft
0s(x)
0= (1+ cos(x)) cos(x) — (1+sin(x))-—sin(x)
B (14 cos(x))’
_ cos(x)+ cos’(x) +sin(x) +sin’(x)
- (1+cos(x))’
_ sin(x) +cos(x) +sin’(x) + cos’ (x)
B (14 cos(x))’
_sin(x) +cos(x) +1
 (1+cos(x))
¢ y=sin(2x) = sin(x) met u = 2x geeft jz :y du =cos(u) - 2 =2 cos(2x)
() = —Sm(z’(‘ )) ceft
0= (2+sin(x)) -2 cos(2x) —sin(2x)-cos(x) 4 cos(2x)+ 2 sin(x) cos(2x) —sin(2x) cos(x)
B (2 +sin(x))’ B (2 +sin(x))’
d y=sin(x— —n) sin(u) met u =x ——Tc geeft :jli jy z =cos(u) - 1 =cos(x — %n)
_sin(x— L)
)= 1+ cos(x) geeft
) = (14 cos(x))-cos(x — %n) —sin(x — %n) -—sin(x)
V= (14 cos(x))’
_ cos(x — ;) +cos(x) - cos(x — ;) +sin(x) - sin(x — ;1)
B (1+cos(x))’
[ o feo= 30 e
70 = sin(x) - —sin(x) — cos(x)-cos(x) _ —sin’(x)—cos’(x) _—(sin’(x)+cos’(x)) =~ -1
- sin(x) B sin’(x) B sin’(x) ~sin’(x)
sin (x)
b f(x)= (x) geeft
) = 1+ cos(x)) cos(x) —sin(x)-—sin(x) _cos(x)+cos’(x)+sin’(x)  cos(x)+1
B (1+ cos(x))’ B (1+ cos(x))’ " (1+cos(x))?
_ sin(x)
¢ J0= sin(x) 4 cos(x) ceft
)= (sin(x) + cos(x)) - cos(x) — sin(x) - (cos(x) — sin(x))
- (sin(x) + cos(x))*
s1n(x) cos(x) + cos’(x) —sin(x) cos(x) +sin (x) cos’(x)+sin’(x) _ 1
(sin(x) + cos(x))’ (s1n(x) +cos(x)) (sin(x) +cos(x))’
d f(x)= —4 > ((x)) ecft
0= (1—sin(x))-4 cos(x)— 4 sin(x)-—cos(x)

(1-sin(x))

_ 4 cos(x) — 4 sin(x)cos(x) + 4 sin(x)cos(x) 4 cos(x)

(1-sin(x))’ © (1-sin(x))?
2 sm(x)
m a fo= 2+ 1n(x) et
_ (2+sin(x))-2 cos(x) — 2 sin(x) - cos(x)
S = (2 +sin(x)
_ 4 cos(x)+2sin(x) cos(x) — 2 sin(x) cos(x) 4 cos(x)
- (2 +sin(x))’ " (2+sin(x))?
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4cos(x)
(2+sin(x))’
4 cos(x)=0
cos(x)=0

f(x) =0 geeft

-1 —11
x=5m v x=137

25in(%n) 241

2+sin(3m)  2+1

2 sin(1+ i _

fim= 2B 2oL -2 us B4R, -2)
2+sin(lyn)  2+-1 1

4 cos(T) 4--1 -4

b Stelk:y=ax+bmeta=f(n)= = =—=-1.
yea a=fm (2+sin(n))*  (2+0)* 4

2 1 2
=3 dus A(E T, 5)

fGm=

ky=-x+b
2 sin(m) O=-n+b
=———=0dus C(xn, 0
R

Dusk:y=—x+m.

m a f(x)=sin’(x) = «’ met u = sin(x)
f(x) =3u” - cos(x) = 3 sin’(x) - cos(x)
b /'(x) =3 sin’*(x) - cos(x) =3 - (1 — cos’(x)) - cos(x) = 3(cos(x) — cos’(x)) = 3 cos(x) — 3 cos’(x)

bladzijde 64
dy_dy du

m ¥ = cos’(x) = 1’ met u = cos(x) geeft e 3u* - —sin(x) = -3 cos’(x) - sin(x)
u

g(x¥) =2 cos’(x) + 3 cos(x) geeft

g'(x) =2 - =3 cos’(x) - sin(x) — 3 sin(x) gebruik cos’(x) = 1 — sin’(x)
—6(1 = sin’(x)) - sin(x) — 3 sin(x)

—6 sin(x) + 6 sin’(x) — 3 sin(x)

=6 sin’(x) — 9 sin(x)

E a f(x)=sin(x) - cos(x) geeft

17(x) =cos(x) - cos(x) + sin(x) - —sin(x)
= cos’(x) — sin’(x)
=1 —sin’(x) — sin’(x)
=1-2sin’(x)

b Zie vraag a: f’(x) = cos’(x) — sin’(x)

F(x) =cos’(x) — (1 — cos’(x))
=cos’(x) — 1 + cos’(x)
=2 cos’(x) — 1

. 2 2 . dy dy du .
m y =sin"(x) = u” met u = sin(x) geeft od o 2u - cos(x) = 2 sin(x) - cos(x)
f(x) = sin’(x) - cos(x) geeft
F(x) =2 sin(x) - cos(x) - cos(x) + sin’(x) - —sin(x)
=2 sin(x) - cos*(x) — sin’(x)
=2sin(x) - (1 - sin®(x)) — sin’(x)
=2 sin(x) — 2 sin’(x) — sin’(x)
=2 sin(x) — 3 sin’(x)

E a De formule sin’*(x) + cos*(x) = 1 is te herleiden tot de vorm sin’(x) = 1 — cos*(x).
Hiermee is sin’(x) uitgedrukt in cos(x). Dus is y = sin’(x) + cos(x) uit te drukken in cos(x).
Wil je echter y = sin’(x) + cos(x) uitdrukken in sin(x), dan moet je een formule hebben
waarbij cos(x) = ... staat met in het rechterlid alleen sin(x). Maar zo’n formule is er niet.

b y=sin(x) + cos’(x) is met behulp van cos’(x) = 1 — sin’(x) uit te drukken in sin(x).
Je krijgt dan y = sin(x) + 1 — sin’(x).
y =2 sin’(x) + 3 cos’(x) is uit te drukken in sin(x).
Je krijgt y = 2 sin®(x) + 3(1 — sin’(x))
=2 sin’(x) + 3 — 3 sin’(x)
=3 —sin’(x)
Maar je kunt y = 2 sin’(x) + 3 cos’(x) ook uitdrukken in cos(x).
Je krijgt dan y = 2(1 — cos’(x)) + 3 cos*(x)
=2 -2 cos*(x) + 3 cos’(x)
=2+ cos’(x)
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Diagnostische toets

bladzijde 66

n a f(x)=2-3sin(x+ %n) met D = [-2m, 27]
evenwichtsstand 2

amplitude 3
periode 21
—3 < 0 dus grafiek dalend door beginpunt (—%n, 2)
y
5

""""" AN LN

[N
ANARERSER

N A N A S S N

b g(x) =4 —cos(3 ) met D, = [0, 6]
evenwichtsstand 4
amplitude 1
periode 12_11: =4
2
—1 < 0 dus beginpunt (0, 3) is laagste punt
y

B 2 v=a+bsinee-a)

a = evenwichtsstand = 15

65+-35
2

b =amplitude = 65 — 15 =50

2n Z_n_l

= N = = T
periode 30
grafiek stijgend door beginpunt (10, 15) dus d=10

N=15+50sin(:zn(t — 10))
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b N=a+ bsin(c(t — d))
a=15b=-50, C=%TC
grafiek dalend door beginpunt (25, 15) dus d =25
N=15-50sin(;; n(t — 25))

¢ N=a+bcos(c(t—d))
a=15b=50,c=xn
hoogste punt (17,5; 65) dus d= 17,5
N=15+50cos(=n(t—17,5))

d N=a+bcos(c(t—d))
a=15,b=-50,c==n
laagste punt (2,5; —35) dus d=2,5
N=15-50 cos(n(t —2,5))

H : /0=--1+tanln)
beginpunt (0, —1)
periode = 11 =3

3

L=l 1L
¢ smx=;mgeeftx=1;

1

1 1
s =15 mgeeftx =4

1 1 1
T =—smgeeftx=-15

1 1 1
s =-1omgeeftx=-4-

De asymptoten zijn x = —4%, X = —1%, X = l% enx = 4%.
d -1+ tan(%nx) =0

tan(% nx) =1

1 1 _3
ST = mgeeftx =7
1 41 A3
s =157 geeft x =35
1 _ 3 _ 1
ST =—7 geeftx=-27

1 3 1
ST =—17 geeft x =-57

13

De nulpunten zijn —5%, —25,5en 3%.
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e —1+tan(§rcx)=—l+\/§
tan(%nx)=\/§
%TDC %nv%nx=1§n
x=1v x=4

Er zijn twee snijpunten (fout in leerboek) op het interval [0, 6]. Dit zijn (1, — 1+ \/3) en (4, -1+ \/3 ).
n Voer iny, =2 —3sin(x), y, =—1 + 2 sin(x — %n) eny, =y, +y,

Bijy eny,isc=1, dus ook bijy,isc=1. e
Neem bijvoorbeeld Xmin = 0, Xmax = 2, Ymin = -2 en Ymax = 4.

De opties minimum en maximum geven bij y, de toppen (0,857; —1,646) en
(3,999; 3,646).

Dus azwz len b= 3,646 — 1 =2,646.
Voeriny,=1. Inksrssction
Intersect met y, en y, geeft het snijpunt (2,428; 1). Dus d ~ 2,428. &ﬂ-‘la? BEEZ: Y=1
Je krijgt y, = 1 + 2,646 sin(x — 2,428).
B a u, = sin(200mz) u, = sin(205nz)
in [0,27] 200m periodes 2057 periodes D
in [0, %] 40 periodes 41 periodes deel door 5w
Dus de periode van u = sin(20077) + sin(20577) is % seconde.
b u, = sin(24t) u, = sin(26¢)
in [0, 2m] 24 periodes 26 periodes >
in [0, 7] 12 periodes 13 periodes 2
Dus de periode van u = sin(24¢) + sin(26¢) is © seconden.
c u =12 sin(%nt) u,=0,8 sin(% )
. 1 - 1 .
in [0, 27] ST periodes < T periodes ) 12
in [0, 24] 4 periodes 3 periodes % L

Dus de periode van # =1,2 sin(% nt)+0,8 sin(% nt) is 24 seconden.

bladzijde 67

n a sin’(x) + (1 + cos(x))* = sin®(x) + (1 + cos(x)) - (1 + cos(x))

= sin’(x) + 1 + cos(x) + cos(x) + cos*(x)

=sin’(x) + cos’(x) + 1 +2 cos(x) = 1 + 1 + 2 cos(x) =2 + 2 cos(x)
sin(2x — %n) _sin(2x— %n) _sin(2x - %n)

cos(-2x)  sin(—2x+1m) —2sin2x—lm)

cos(2(x—§1t)) B cos(2x—%n) _ sin(2x)
sin(—2x)  -sin(2x)  —sin(2x)

a y=3sin’(x) + cos(x) = 3(1 — cos’(x)) + cos(x)
=3 -3 cos’(x) + cos(x) = —3 cos’(x) + cos(x) + 3

b y =5 sin(x) —3 cos’(x) + 2 = 5 sin(x) — 3(1 — sin’(x)) + 2

=5 sin(x) — 3 +5 sin’(x) + 2 =5 sin’(x) + 5 sin(x) + 15

sin(x) JZ _ sin’(x) . sin’(x) | cos’(x) _ sin’(x)+cos’(x) 1

c y=tan2(x)+1=( - = - - =—
cos(x) cos“(x) cos”(x) cos”(x) cos”(x) cos”(x)

i)

f(x) = X"+ 2 cos(x) geeft f/(x) = 2x — 2 sin(x)
b g(x)=2x"- cos(x) geeft

g'(x) =4x - cos(x) + 2x* - —sin(x) = 4x cos(x) — 2x° sin(x)
¢ Stel A(x) = cos(2x’) = cos(x) met u = 2x°.

d_ydu

(x)= e —sin(u) - 4x = —4x sin(2x%)
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d Stel g(x) =,/2+cos(x) = \/; met u = 2 + cos(x).

dy du 1 . _ sin(x)

gr)=— —=—+ —sin(x) = —————
du dv 2y 22+ cos(x)
n a y=cos’(x) =’ met u = cos(x) geeft
&_d du
dx du dx
F(x) =1-cos’(x)+x - —2 sin(x) cos(x) = cos’(x) — 2x sin(x) cos(x)
b Stelk:y=ax+b.
a=f(m) = cos’(m) — 2m - sin(m) - cos(m) = (=1’ =2n-0-—-1=1

kiy=x+b } b
y,=/f(m)=n- cos’(n) =, dus A(r, ) g:z

=2u-—sin(x) = -2 sin(x) cos(x)

Dus k: y = x.
m a y =tan(3x) = tan(x) met u = 3x geeft

%:j—ijx—”z (1 +tan* () - 3 =3 + 3 tan’(3x)

f(x) = tan(3x) — 2x geeft f'(x) = 3 + 3 tan’(3x) — 2 = 1 + 3 tan’(3x)
b y=tan(3x) = tan(x) met u = 3x geeft
_d du
dx du dx
g(x) = 2x tan(3x) geeft g’(x) =2 - tan(3x) + 2x - (3 + 3 tan’(3x)) = 6x tan’(3x) + 2 tan(3x) + 6x
_ 2cos(x)
ft
m a f&)= sin(x) + cos(x) gee

(sin(x) + cos(x)) - =2 sin(x) — 2 cos(x) - (cos(x) — sin(x))

= (1 +tan’(w)) - 3 =3 + 3 tan’(3x)

fx)=

(sin(x) + cos(x))
_ —2sin’(x) — 2 sin(x) cos(x) — 2 cos’(x) + 2 cos(x) sin(x)
B (sin(x) + cos(x))
=2 sin®(x) — 2 cos’(x) — 2 sin(x) cos(x) + 2 sin(x) cos(x)
B (sin(x) + cos(x))’
—2(sm (x)+cos’ (x)) -2
(sm(x) +cos(x))’ (sm(x) +cos(x))’
( )
b g(x)= osCr ) eeft
, 1—cos(x))-—2 sin(x) — 2 cos(x) - sin(x
g(x)=( (x)) (l—ci)szx))z (x)-sin(x)
_ —2sin(x) +2 cos(x)sin(x)—2 cos(x) sin(x) -2 sin(x)
B (1-cos(x))’  (1-cos(x))’

B /) = sin() cos’(x)
Eerst de afgeleide van y = cos’(x) = «’ met u = cos(x)
dy _dy du
dr  du dx
F(x) =cos(x) - cos’(x) + sin(x) - =3 sin(x) cos’(x)
= cos*(x) — 3 sin’(x) cos*(x)
= cos*(x) — 3(1 — cos’(x)) - cos*(x)
= cos*(x) — 3 cos*(x) + 3 cos*(x)
=4 cos*(x) — 3 cos’(x)

=3u* - —sin(x) = =3 sin(x) - cos’(x)
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